三次元異種接合弾性体中に存在する微小き裂による応力場 ―き裂の同一領域― by 陳  夢成 & 野田  尚昭
三次元異種接合弾性体中に存在する微小き裂による
応力場 ―き裂の同一領域―

























る と き の 基 本 解 は， Rongved1J, Dundursと
Hetennyi 2l， 黄と王 3）で様々な解析が次々になさ
れている． 陳と湯 4）は， これをテンソルの形で与え
ている． 最近， 陳と野田 5）は， 変位と応力場をと
してこの基本解を前報で体積力法や境界要素法に
移植可能 な形でもっと詳細に示した. Leeらへ陳






























物体力はないものとする． また， S21， 。2 は各材料
の占める領域であり， それぞれの領域の材料のせ
ん断弾性係数とポアソン比を， 。1 では， µ1， ν1,
S22 ではµ2， νzで表す． ここに二つの直交座標系を
使用する． その一つの直交座標系 （Xi, X2, X3） のお
材質2 Q2 
(µz, V z) 
材質1 Ql 
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=Oの平面は， 接合界面に相当する． もう一つの直
交座標系（xt,xz*, xnのxs* = 0 の平面に は， 界
面近傍のき裂が存在するも のとする． 両直交座標
系聞の変換関係は次のようになっている．
xt=eijxj (i,j=l, 2, 3) ( 1 )  
ここに， G;mk（ご，x） は， 接合材領域 1内の点 ご に
mの方向に集中力が作用するとき， 接合材領域h
( = 1, 2）内の点zに i の方向に生じたグリ ー ン関
数である． これらは前報 5）で与えられた. Cijm励 は
材料の弾性定数であり， 次式で表される
ここに重複な下付きは， 足し算の協約を意味する
（以下でも同様である）• Cij は， 次のように定義さ
れる．
I cos <p O -sin <p I
6日
＝ I O 1 o I 
Lsin <p O cos <p I 






( 3 )  
ここで， uおよびσに付けた添字で、の最後の添字
1, 2 は， それぞれの点が材質Iまたは材質2中
にあることを意味する（以下のuまたはσでも同様
である）．
直交座標系 （xt,xz*, xt)で， き裂により引き起
こされた式（ 3 ） を満たす領域内にある点の変位場
は次式で与えられる 7)
伽 （x) = 1+ Tiik (x
ここ tこ，
T枇（x，ご） = cj 3η21 
uj（ご） = uj（ご） I宰，＝ h ＋ 一 uj（主） I.,= h 
( 5) 
( 6) 






σ仙（x)= C仰ik Utk,m (x) ( 8) 
接合材領域h中に き裂の乱れで生じた応力場は，
次のような形で書く ことができる
!Jijk(x) = cij lη 
× us（主） dS（ご） ( 9) 
式（ 9）により， 直交座標系 （xt,xz*, xs*)でき裂に
引き起こされた接合材領域k中の応力場は次式で
得られる．
［σijk （ゲ）］ = [e;m] ［σmnk （主）］ [en,;] T (10) 
3. 微小き裂による応力場の表示式
複雑な式 を整理すれば， き裂の反対領域2 の応
力場は最終的に次のようになる




S1111 (x*, �＊ ） = U11＇� (x*, � ＊） cos <p K,昂 （x*, e) sin cp}sin <p COSヤ
+ Ufa'� (x*, � ＊） cos cp-Kl'li (x*, � ＊） sin cp} sin 3<p 
一｛J;話（x*, � ＊） cos cp-K1�� (x*, � ＊） sin cp} sin cp sin2ψ
十 ｛L昂 （x*, � ＊） cos cp-M%(x*, � ＊） sin cp}cos3<p 
十 ｛Lfa'�(x*, � ＊） cos cp-Nf'li (x*, � ＊） sin cp} cos cp sin 2<p 
一 ｛L話（x*, � ＊） cos <p N{'Ji (x*, � ＊） sin cp} cos cp sin2<p 
S2111(x*, � ＊） =!11\(x*, � ＊） sin cp cos2ψ＋ Jfli (x*, � ＊） sin 3ψ !Fl1(x*, �＊ ） sin ψsin2<p 
十Mi'I\(x*, e) cosヤ＋Mt!fi (x*, e) cos cpsin 2 cp M：品 （x*, � ＊） cos cp sin2 cp 
S 3山（x*, � ＊ ） = U11\ (x*, � ＊） sin <p十Kl'fi(x*, e) COS cp}sin <p COSヤ
+W�� (x*, e) sin i7:+ Kfli (x*, � ＊ ） cos cp}sin 3ψ
一 {J;話 （x*, � ＊） sin ψ＋ KPt� (x*, � ＊） cos cp}sin ψsin2<p 
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+{L昂（xヘ� ＊ ） sin ¢十N[ifi_(x*, � ＊ ） COS ,p} cos3 <p 
十｛Lぷ（x*, e) sin ψ十N議（ピ 毛 ， e) cosψ｝ cos <p sin2 <p 
一
｛L革（x*, � ＊ ） sin ψ十Nt1J1(x*, � ＊ ） c回伊｝ cos,psin2 <p 
S四1(x*, � ＊ ） = 12�� (x*, � ＊ ） sin <p cosψ－ K益（x*, � ＊ ） sin2ψ 
+ L¥i1 (x*, � ＊ ） cos2ψ－ N涯1(x*, � ＊ ） cos ,psin<p 
S22川x*, � ＊ ） = J!lli (x*, � ＊ ） sin ,p+ Mf/i(x*, � ＊ ） cosψ 
Ss221 (x*, �＊ ） = I五（x*, e) sin2ψ十磁（x*, e) sin ψcos <p 
+ L¥!1 (x*, � ＊ ） cos <p sinψ－ Nfl.. (x*, � ＊ ） cos2 <p 
S四1(x*, � ＊ ） = {I，革（x*, � ＊ ） cos ,p-Kfi_•; (x*, � ＊ ） sin ,p}sin3 <p 
+{I誕（x*, � ＊ ） cos ψK革（x*, e) sin ,p}sin <peasヤ
+{I，革（x*, � ＊ ） cos ,p-K[1/i (x*, e) sin ,p} sin ,psin2ψ 
+{L拡（ xヘ e) cos ,p-N,出（x ヘ e) sin ,p} cos <p sin
2
<p 
+{L誕（x*, � ＊ ） cosψN品（x*, � ＊ ） sin,p}cosヤ
十｛L品（x*, � ＊ ） cos ,p-N[11;(x*, � ＊ ） sin,p}cosψsin2ψ 
S2ss1(x*, e) =Jl'!i(x*, � ＊ ） sin3ψ十!ft�（x*, e) sin<pcos2 <p 十lfl1(x*, e) sin <p sin2 <p 
+ Mfi{ (x*, � ＊ ） cos ,psin2,p+ Mf/i (x*, e) cosヤ ＋ M品 （x*, � ＊ ） cos ,psin2 <p 
Ssss1 (x*, e) = U11\ (x*, � ＊ ） sin ,p十K1\•;(xヘ� ＊ ） cos <p } sin
3 <p 
十{Iぷ（x*, � ＊ ） sin ψ十Kfli(x*, � ＊ ） cos ,p}sin <pcos2 <p 
+{.z;品（x*, e) sinψ十KH;:(x*, e) cos ,p}sin,psin2,p 
+{L[1i1; (x*, � ＊ ） sin ¢十Nfi\(x*, � ＊ ） cos ,p} cos ,psin2 <p 
十｛L&;(x*, � ＊ ） sin ,p+ Nfli (x*, � ＊ ） cosψ｝ COS3 <p 
+{L&;(x*, � ＊ ） sin,p+Ni"J1(x*, e) cos ,p}c田何in2<p
S山1(x*, � ＊ ） = U1�＼ (x*, � ＊ ） cos <p-K[i/i. (x*, e) sin ,p}sin <pCOS <p 
一 U2�＼(x*, � ＊ ） cos ,p-K益（x*, � ＊ ） sin ,p} sin2 <p 
十｛Hf1(x*, � ＊ ） cos ,p N革（x*, � ＊ ） sin,p}cosヤ
一｛Lff1(x*, � ＊ ） cos ,p-M嘉（x*, � ＊ ） sin ,p} cos ,psin <p 
S2山 （x*, � ＊ ） = J{':1; (x*, e) sin ψcos ,p-J!lli (x*, � ＊ ） sin2<p 
十M[i/i(x*, � ＊ ） cosヤ Mfli(x*, � ＊ ） c回 <psin <p 
Ss121(x*, � ＊ ） = U1�＼（x*, e) sin,p+ Kt1li (x*, e) cos ,p}sinψcosψ 
U2�＼（x*, � ＊ ） sin <p 十Kf1; (x*, � ＊ ） cos ,p}sin2 <p 
十｛Hf1(x*, e) sin ,p+ Nfd1 (x*, � ＊ ） cos ,p} cos2 <p 
一｛Hf1(x*, � ＊ ） sinψ＋ N嘉（x*, � ＊ ） cos ,p}cos ,psinψ 
Srn1 (x*, � ＊ ） = { [li'f\ (x*, � ＊ ） I品＼(x*, � ＊ ） J cos <p 
一 ［K[ifi(x*, � ＊ ） - Kf1; (x*, � ＊ ） J sin ,p} cos ,psin2 <p 
+UP:Mx*, � ＊ ） cos ,p- Kfli (x*, e) sin ,p}sin <p sin2<p
+{ [L1\\ (x*, E*) Lf:i'; (x*, E*) J cos ,p
一［N1\ (xヘ E*)-N宮1(x*, e*) J sin ,p} cos2ψsin <p
十｛L&;(x*, E*) cos ,p-N革（x*, E*) sin,p}cosψsin2 <p 
S2131 (x*, E*) = [I品（x*, e*) -!ft; (x*, E*)] cos ,psin2,p+ Jfl1 (xヘ E*) sin,pcos2 <p 
十［M忍（x*, e*) - Mfli (x*, E*) J cos2,psin ,p+ M革（x*, e*) cos <pcos2,p 
49 一一一
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53131 (x*, e) = { [Ii'1\ (x*, � ＊） L品 （x*, e) J sin<:p 
十［Kti';(x*, � ＊） -K嘉 （ x*,� ＊）］ cos <:p} cos <:psin2<:p 
÷｛羽 （x*,� ＊） sin<:p十K!i/i.(x*, � ＊） cos <:p}sin ((!COS 2<:p 
+{[Ltl\ (x*, e) -LJ�；（x*, � ＊）］ sin<:p 
十［Ml';(x*, e) N惑 （x*,� ＊）］ cosψ｝cos2<:psin<:p 
十｛L{�；(x*, �＊） sin ¢÷Nf?fi (x*, � ＊） cos <:p} cosψcos2<:p 
51231 (x*' e) = {J{f\ (x*, � ＊） cos <:p-K,昂 （xヘ�＊）sin <:p} sin2ψ 
+W�＼（ x*, � ＊） c回 ψKぷ（ x*,� ＊） sin<:p}sinψcos <:p
+{Lfi1 (x九 e) cos <:p-N,品 （x*,� ＊） sin <:p} cos <:psinψ
+{H!1 (x*, � ＊） cosψ － Nll. (x*, � ＊） sin <:p} COS2<:p
52231(x*, � ＊） =JF.fi(x*, � ＊） sin2<:p+ n'l.(x*, � ＊） sinψcos <:p 
十MF.fi(x*, � ＊） cos <:psinψ十M革 （x*,� ＊） COS2<:p 
Ss231(x*, � ＊） = U1�＼（ x*, � ＊） sin<:p+ K{'ii. (x*, e) cos <:p}sin2ψ 
+Wl\ (x*, e*) sin <:p+ K:!｝� (x*, e*) cos <:p}sinψcos <:p
+{UI1 (x*, e) sin <:p+ Nt};(x*, e) cos <:p}cos <:psin<:p
+{Hl1(x*, e) sin<:p+M};(x*, e*) cos <:p}cos2<:p (12) 
」」に，
Jji(x*, e*) = lt1 (x→x*, e →e*) 
= Ii�＼ (xt cos <:p, xi, -xt sinψ＋ h, <;t cos <:p + <;s* sin仇＜；z*, -<;i* sinψ十6*cosψ＋h)
Ji}{ (x*' e*) = Jt'i (x→ x*,e →e*) 
= J8'i (xt cos <:p, xz*, xt sin <:p + h, 6* cosψ十＜；s*sinψ，＜；z*, 6* sin <:p+ U cosψ十h)
Kt( (x*, e*) = Kt1 (x－→ x*, e →e*) 
ニ K/]1(xt cos <:p, xz*, -xi* sin <:p + h, <;t cos <:p + <;s* sin <:p, <;z*, <;t sin <:p + <;s* cos <:p + h)
Lt'1 (x*, e) = UJi (x→x*, e → e)
=L告1(xt cos <:p, xi, -xi*sin <:p+ h, <;t cos <:p÷U sin <:p, <;z*, -<;i* sinψ十＜；s*cos <:p + h) 
Ml]{ (x*, e) = Ml]1 (x→ x*, e → e)
= M!J1 (xi* cos <:p, xz*, xt sinψ＋ h, <;t cos <:p十＜；s*sin<:p, U, -6*sin<:p十gcos <:p+h) 
Nl]{ (x*, e*) = Nl]1 (x→x*, e → e)
= Nf]1 (xt cos <:p, xz*, -xi* sin <:p十h, <;t cos <:p+ 6*sin <:p, U, <;i*sin <:p+U cosψ十h)
(13) 
ここでの Il]\(x,e), !t'i(x, e), Kl]1(x, e), UJi (x, e), Ml]1 (x, e), Nl]1 (x, e）は次のように与えられ
る．
J{l市，e) = µ1 f-L十12 (x1プ1)
2 _30 (x1:;=<;1)
4 [3Axr-6Ax1＋ヂ－25 (x1+l)]
2π （x1十1) l ri3 η YJ 12 
十 3 [2Axr+6Ax1 25 (x1+l)] (x1 ご1)
2+3A(x1 1) (x1 3) (x3+6)2十36AX3<;3
γ2 
30Ax1 (x1-<;1)4+30A (xi-3) (x1-<;1)2 （ぬ十品）2十360A(x1-6)2ぬら
rl 
420 A Xs <;s (x1 6) 4 「+3 [Axr十2Ax1十B-2 S (x1 + 1) ] I 一一一一











一 µ1(x1 6) （ぬる） ( 6 30 (x1 6)2 3 [Axt+3Ax1-S (x1十1)]
n色 （x, �） 1 2π（x1十1) l ri5 rl rf 





I 2 1 
3[Axt+2Ax1+B ZS (x1+l)] I ー 3 十一一一一Lγl(rz+ X3十ら） rHr2+x3＋ご
、。
1 2 2 1 Tl1 
一 （x1-6)2 I
L l(rz＋ぬ＋ら）4 d(r2+x3+.;3)3 d(rz十ぬ＋ら）
2JJJ
一 µ1(x1 -6) ( 6 （ぬー ら）
おも （x, �）ー ｛ 一一ー2π（x1+ 1) l ri' 
30 (X1 .;1) 2 (X3 .;3)
γ： 




30Ax1 (x1－ �1) 2 (x3＋�3) -30A (xi一 1) (x1一 色） 2 ;3+30A(xi-3) <;3（ぬ十�3) 2+ 180AxsMぬ＋＆）
γZ 
420Ax3 6 (xi .;1)2 （均十品） 「+[Ax1十B-s (x1 + 1) J I →←一一
「 2 3 
+ SI 』 ' 鳥、 (x1 ご1)21 s / ' ' A 、汁「ア一一← -=-
＋民 I
3 一］］｝
µ1 ( Z(x1 2) 3(x1 l)[(x1 6)
2+(x2 6)2]
12�＇1 (x, �） = 
;,, 
1 －一一一一十2π（x1 + 1) l rl r1 
30 (x1 6) 2 (xz .;2) 2 
γ1 
[Axt十B-2S(x1十1)] 9 A (x1 l) [ (x1 6) 2十（ぬら）2] + 12Ax3 6
十
γl rl 
30Ax1 (x1 6)2 （均 一 ご2)2十30A(x1 一 3)(x1-6)2 （ぬ＋ふ）2
γ2 
+
30A(x1-l) [(x1－ �1) 2 (x2 6) 2] (x3Hs)
γz 
420 A X3 .;s (x1 -6) 2 (xz 一 .；2)2 「-3[Axt+2Ax1+B 2S(x1十1)JI 2 
d L r2（η＋x3+6)
(x1 6)2 (xz 叫 ri （η＋�s+.;3)4 +r}（γ2十�3十ご 戸rl（ 乃十；s+.;s)2]]}
µ1 (x1 6) （ぬら） f 6 30 (xz .;z) 2 3 [Axt十3Ax1 S (x1十1)]
f控1(x，�）－ 1 2π（x1 + 1) l ri5 rl rl 





-3 [Axr+ZAx1十B-2 S (x1 + l) ] I 十 一一一一
L d（η＋x3＋ら）3 ri(rz+xs＋.；
‘n 
「 2 2 1 111 
一 （x2ーら）21 
L rz3 （η十Xs十ら）4 d （η十X3＋ら）3 rl(r2 ＋ ぬ＋ら）
2 J 」 j
_ µ1 (x1 -6) f 3 (x1 -1) （ぬー ら） 30(xz 6)
2 （ねら）
K晶 （x, �） ｛ 一 一 一2π（x1 + 1) l ri5 rl 
3A (5x1 9) （均十ら） 12A (xi-2）ゐ
γ2 
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十
30Ax1（ぬら） 2 (xs十6) 30A (xi-1) (x2 ーら） 2X3十30A(xi-3）ら（X3十 ts) 2 +60Ax3ts(X3十6)
rl 
420Aおら（xz一 ／；2)2 (x3十ら） 「
ー +[Ax1+B S (x1+l)]I －ー一一一 2 rl L rd (rz+xR＋ら）2 





3(x1- l) [(x1 守）
2＋（均 一 色）2 ] 30 (x1 己）；（ゐ
ーら）2








+ 30 A (xi - 6) 
2 （ぬ十ts) 2 30A (xi十1) (x1-t1) 2 （ぬ＋ら）均 一 30A (x1 1) （ぬ十品） 3 X3
rl 
60A (X3十ら）2xl-60A(xiー ご1)2 必3f;3 420A ねら（X1 /;i) 2 (X3十f;3 )
2 1 
ヮ 十 。 ト
Yi Yi ) 
µ1 (x1 - /;i) (xz /;z) ( 3 (x1 1) 30 （ゐ － ！；3 )
2 3(B-Ax1) 
ni1(X, �） - 1 2π（x1十1) l Y{ Yl Yi 
+





µ1 (x1 - /;i) ( 6 （ぬーら） 30 （ぬーら）
3 3 (B-3A) （ぬ十品） 十12Ax3
品／§'i(x，�）－ 1 －一一了一 7 2π（x1十1) l Yi Yi Yi 
30A （ぬ十品）3 60A (Xg十ら）xi 240 A X3 6 (x3十字3) 420Aぬら（ぬ十品）
3 1 
rl Yi J 
µ1 (x1 - /;i) (xzーら） ( 6 30 (x1一 品）
2 3 [Axr+3Axi-S (xi十1)]
I品（ x, �） - 1 2π（x1+l) l Y{ Yl Yi




Yi l γ； 
「 2 2 1 111 
｜ L d(Y2+X3十品）4 Yi（η十X3 十ら）3 Yi (Yz十X3十品）2 」JJ
r (x1 1) 3 (x1 -3) [ （ぬ ー と1)2十（xzーら）勺 30 (x1 /;i) 2 (xzーら）2
泊（x， �） = 
µi ↓� 5 
2π（x1十1) l Yi3 2 Y1 γl 
十
［Axf十B-S (xiート1)J + 
3 [ 4 A Xi -S (xi十1)J [ (xi - /;i) 2 十 （ゐーら）2 ] + 24AX3 f;3
d 2d 
30 A X1 (xi /;i) 2 (xzら）
2+60Axsf;3[(xi 6)2+(x2 /;2)2 ] 
rl 
420Ax3 f;3 （ぁ －l;i)2 (x2ーら）2 「
" 3 [Axr+ 2Axi十B 2 S (xi+ 1)] I 2 Yi Lη（η十ぬ十品）2
「 2 2 1 111 
一（xi-!;1) 2 （ゐーら） 21 
L l（γ2十X3 ＋ら）4 Yi（ア2十X3十ら）
3 
Yi (Yz十X3 十品）2 JJJ
時（x, �） = 
µi (xz-/;z) j 3 (xi-3) （ぬーら） _ 30 (xi 6) 2 （ぬーら）
2π（xi+ 1) l 2 ri5 ri 
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420 A Xs ts (x1 -6) 2 （均十品） 「+[Ax1十B S (x1十1)J I一τァー－
1 2 3 
十町 ' ' s 、一（x1-t1)2 I �＇ , , ，＿，ヌ十「ナ一一
+ S/ 
3 阜、］］｝
I1i'1 (x, �） = 
µ1 （ぬ一 己）伴宅五）
2π（x1十1) l 一
30 (X1 -6) 2 (X3 t3)
γ1 
十3[Ax1十3A -S (x1 + 1)] （均十品）+12A ( 2x1
一1）ぬ
γ2 




一［Ax1+B S (x1十1)J I L l(r2+x3＋ら）
2
1 2 3 
十 川 , , ,_, (x1-6)2 I 完， , 1 兵、ヌ十一一一一
÷s / 
3 阜、］］）
µi(ゐ ー ら）｛ 3 (xi-3) （ぬーら）
J晶 （x, �）ー ｛ 一2π（x1十1) l 2 rf 
30 (X1 ti) 2 (X3 ら）
γ1 
十3[ 4A S (x1十1)J （ぬ＋ら）十12A(x1 1) X32 rt 
30A （ぬ － t1)2（ぬ＋ら）÷30A(x1一1)(x1-t1)
2 xs+60Axst3 （ぬ十＆）
rl 
420Ax36 (x1 6)2 (x3+6） 「一［Ax1+B-S(x1÷1) J卜一一一一
γz L r:f (r2十X3十品）2
十 ヌ ＇
1 ,_, (x1 6)2[
rl( 
2 …＋プ」
+ S/ ,3 ,,_,]]} 
573 
µ1 r (x1 1) 
応急（x, �） = f.L i 一一「2π（x1 + 1) l η  
3 (x1 3) [(x1 6)2+ （ぉ一 t3)2 ]
2 r15 
30 (x1 t1)2 (x3-6)2 
γl 
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